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CORRIGE

LLETUDE D’UN PREMIER EXEMPLE

1. On a: lim tQEt;t = lim te™" =0, donc t — %~ est négligeable devant ¢ — 5 en 400 or
t—+o00 t—+o00
t— t% est intégrable sur l'intervalle [z, +00], donc ¢ eT_t Pest aussi .

2.

(a)

+oo ,—t
On a: et;t >0 Vte [z,+oo], donc ¢(x) :/ ert > 0, d’autre part :
x

—t +oo e_t 400 e—t e—t
&= < & Vt €]z, +oof, donc ¢(z) = / Tdt < p(x) = / —dt = —, donc
- x x

xT
e
x

on a montré que , pour tout réel strictement positif z on a : 0 < p(x) <

€_t

+o0o T -t
Ve e RY Jp(z) = / Tdt_ / ert est dérivable comme différence d’une constante,
1 1

—x

T

oo ,—t T o=t e
——dt et d’une primitive —dt de &, avec Vz € RY, ¢/(z) = ¢
1 t 1t ’

Montrons d’abord que ¢ est intégrable sur 0, +oco[, en effet d’aprés ce qui précéde on
—t
e 1
peut affirmer que ¢ est intégrable sur [1,+oo[, de plus raliadin au voisinage de 0 et
1 e—t 1 1
t — 1 n’est pas intégrable sur ]0, 1], donc —dt ~ —dt = Inx au voisinage de 0,

Lt +oo ot
or z — Inz est intégrable sur ]0, 1], donc ¢(x) = / Tdt +Kou K = / Tahf ,

T 1
donc ¢ est intégrable sur |0, +o00[ et par suite 9 : © — ¢(|x|) est intégrable sur les deux

intervalles | — 0o, 0[ et |0, +00] .
Pour tout x € R, on a || < |p(t)| et t — |3p| intégrable sur les deux intervalles

+oo
] — 00,0][ et ]0, +oc[, donc t +— e®®iah(t) I'est aussi donc les intégrales I; = / e apdt
0

0
et Iy = / e“ap(t)dt ont un sens et donc ¢(x) = I + I a un sens. D’autre part :

—00

N +oo +o0 1 . 0 1 . +oo 1 .

da) = [ etuwar= [ Jertewtr [ Jeot-nar= [ Jeta(nn +
“+o00 1 700 +oool ) —i—ooifo ) +(g>o

/ —e I (u)du = / ~eto(t)dt + / Se " o(t)dt = 2 / p(t) cos(xt)dt.
0 2 0 2 0 2 0

Pour tout réel non nul z, on a a ’aide d’une intégration par parties

B = [ eeostenar = [ o™ [Tt

t—0

1 [Tt sin xt et
/ 7sin(xt)dt, car d’aprés 2.a |p(t) | < — — 0, quand t — 400 pour z
x Jo x T

fixé, et d’aprés ce qui précede p(t) ~ Int + K au voisinage de 0, donc
sin xt i i
()

x fixé, alors o(t)

~ tquand t — 0 pour

sin xt sin xt
~ (Int+K)—— quand ¢t — 0 pour z fixé, comme
T

ot -0
sin x ~ (Int+ K)t quand t — 0 pour z fixé et dOnC}in(l)go(t)Smx _o,

T
pour x fixé.

o~ F(:L') +o00
Ainsi ¢(z) = ,avec ¢ :x — p(x,t)dt telle que ®(0) =0 et
z 0




p(x,t) = e%t sin(xt), donc 12(0) = ®’(0) a condition qu’on peut dériver sous signe intégral,

ce qui n’est pas difficile & justifier puisque 8—p .t — e 'cosxt est intégrable sur [0, +00]
x

puisque majorée par e~ !, intégrable sur [0, +oo[, pour x fixé.
R 400 8p +oo
Done $(0) = &/(0) = / 98 (0, 1yt = / etdt = 1.
o Oz 0
4. (a) Dans la question précédente on a déja montré que la fonction ® : x — f0+°° eT_t sin(zt)dt

+oo
est dérivable sur |0, +oo[ avec ®'(z) = / e~ ! cos(zt)dt, pour tout z > 0, puis on a :
0

+oo . too N 1
D' (z) = §Re/ e tett = 3?6/ =t — e [ Z = —Re ( > =
0 0 ww—1 w—1

t—0
. Notez bien que : [e®~ 1| = ¢=t — 0 quand t — +oc.
z2+1
(b) D’apres la question précédente, on a : @Z(x) = @ pour tout réel non nul z, et ® est de
classe C! sur ]0, +oo[ avec ®'(z) = H% Vx > 0, donc ®(z) = arctan z + X\ Vz > 0,

de méme ®(z) = arctan x + ¢ Vz < 0, donc

¢(x) _ arctanz4\ Yz >0

xT

arctan x+p
=t V<0

1 siz=0
comme 121\ est continue sur R alors A = p = 0 d’ou le résultat.

ILUN AUTRE EXEMPLE

A (a+ip)A
1. (ctiB)tgy = &
(a) /0 ¢ a+1i8

b 4 t dt = R A (atiB)t g R elotina
o t)dt = aTRdL ) = =
()/0 e“ cos(ft) e</0 e > e P

oA (cos(BA) +isin(BA))(a —if) Aozcos(ﬂA) + (Bsin(BA)
o? + /82 a2 + 62
A A
De méme : /0 et sin(ft)dt = Im (/0 e(a-i-iﬂ)tdt) _ aAaSln(ﬂil +g§05(ﬂA)

(c) Pour p réel strictement positif, la fonction ¢ — e P! cos Bt est intégrable sur [0, +o0o[ car

+o0
dominée par la fonction ¢ — e 7P qui est intégrable sur [0, +-o00]. Avec / e P! cos(Bt)dt =
0

A .

lim e P cos(Bt)dt = lim e PA —pcos(BA) + Bsin(BA)
A—too o A2 P2 P
I’emportent sur les puissances.

= 0, les exponentielles

1
2. La fonction h : t — E est paire, pour montrer qu’elle est intégrable sur R, il suffit de le
¢
1 2

montrer au voisinage de oo, en effet —

bt m ~1oo 27t qui est intégrable en oo,

donc h aussi.

~ too 1 0 1 . oo q

) B(x) = / ety ()t / Leinth )t + / et _pyar — / el o ()t +
.2 2 , 2

1, teop oo

/ L im0y = / SRty + /O Lo h(t)dt = 2 /0 h(t) cos(wt)dt.

(b) Pour tout réel u différent de 1 et tout entier naurel n > 1, on a : (1 — u)Zuk =

3. (a)

n untl
, en particulier pour tout ¢ > 0, on a h(t) =
—u




1 et [~ ke —2kt 4 e 2t ke (2k+Dt
—9 — 9e— 1)k 1" -
cht 14e  C ,;)( Ferm T 14e 2 ,; !

e—(2n+3)t

+1
i
oo ,—(2n+3)t

n +oo
4 Z(—l)k /0 e~ RV cos(zt)dt + 4(—1)" / oo cos(xt)dt.
k=0

0

et donc pour tout réel x, on a : /i\L(ac) = 2/ h(t) cos(xt)dt =
0

(c) Pour tout réel = et tout entier naurel n > 1, on a :

o0 o—(2n+3)t too | p—(2n+3)t +o0 1
‘/ ———— cos(zt) dt‘ < / 7cos(xt)‘dt < / e @nt3tgy -~
1+4+e™ 0 2n + 3
+00 —+o00 e (2n+3)
D’autre part : ’ 42 / —(2k+1)t cos(xt dt‘ = 4‘/ T cos(zt)dt| <
4
s 0 quand n —> 400, d’ott : h(z) = 42 / e~ Dt cog(at ) dt.
n
A 2n+1
d) D’aprés | tion II.1. : R =4 —_—
(d) D’apreés la question cona:VreR, Z En 1)

4. (a) Calcul des coefficients de Fourrier :

T
ap = 5 / u(t) cos(nt)dt = 0 car t — u(t) cos(nt) impaire sur [—m, 7|, de méme

—Tr

t — u(t) sin(nt) paire sur , alors
1 ™
by, = ;ﬂ/ u(t) sin(nt)dt = 2/ ) sin(nt)dt = / ch(zt) sin(nt)dt
- T Jo

:217T< /O " oot sin(nt)dt + /0 e sm(nt)dt)

1 [ prxsin(nm) —ncos(nm)  _  —xsin(nm) — ncos(nm) 1(=1)"n
= — e +e = —
2m x? 4+ n? z? 4+ n? a2 +n?

(b) Théoréme : Si f est une fonction 27-périodique, de classe C! par morceaux, alors sa

ch(zm).

série de Fourrier converge simplement, et en tout point de continuité x de f, sa somme

est égale a f(x) et en tout point de discontinuité = de f, sa somme est égale a la demi-

fal@) + fola)

La fonction u vérifie bien les hypotéses du théoréme et continue sur |0, 7|, avec :

somine

fd(m);—fg(x) = 0 pour z = 0 ou x = m, la série de Fourrier de la fonction u étant
an sinnt, d’ou an sinnt = ch(zt) Vt €]0,7[ et an sinnt = 0 pour ¢ = 0 ou
n>0 n>0 n>0

t=m.

(c) Pour t = 5 ce développement devient : Z ban+1sin(2n+ 1)% = ch(%) car sin 2n%g = 0,
n>0

xT Ch(xﬂ-) n+1 2n + 1
donc . Ch(?) = T Z(—l) m
n>0

5. D’aprés les questions I1.3.d et IL4.c et la formule chy = ch? (%), pour v € R )
III.QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable

(a) Pour z fixé, on a : |[e"@f(t)| < |f(t)] Vt € R, or f une fonction continue par mor-

ceaux et intégrable sur R; donc t — e~ f(t) I'est aussi d’oil pour tout réel x, f(m) =
+00

too i teo
/ e " f(t)dt est bien définie, en plus |f(z)| = |/ e (t)dt] < / |f(t)]dt =

—0o0 —0o0 —00

M, constante qui ne dépond pas de = et donc la fonction fest bornée .



(b) Si de plus f est continue, alors t +— e ! f(t) est intégrable sur R et z — e @ f(t)

continue sur R, donc f est aussi continue .

2. Transformations
f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc pour tout réel a, les
fonctions f,(t) = f(t —a) et of(t) = f(at) sont aussi des fonctions continues par mor-

ceaux et intégrables sur R et par suite possédent des transformés de Fourier, avec que

- too ) too PN
pour tout réel x, f,(x) = / et — a)dt = ewx/ e " f(u)du = e " f(x),

—c0 —00

en utilisant le changement de variable u = ¢ — a et de méme avec le changement de va-
riable v = at on obtient a/}(:v) = ﬁf(%) (a # 0), faites attention ici aux bornes si a < 0
alors —oo devient +oo et inversement ce qui justifie le |a|.La transformée de Fourier de

I'application ¢ +— f(t)e’ au point x est :
+oo

/ e @Dt £(1)dt = f(x—a). Si f est paire alors f(z) = /0 e_mf(t)dt—i—/oo e () dt =

—o0 0

400 00 +oo 00 +oo
—ixt XU £ — —ixt 1TU — —ixt
/O e f(t)dt+/0 U f(—u)du /0 e f(t)dH—/O e £ () du /0 e F (1) dt+

0 +oo
/ e f(t)du = 2/ cos(xt) f(t)dt, on a utilisé le changement de variable u = —t puis
0

on a remplacé u par t puisque sont deux variables muettes.

Si f est impaire on obtient f(x) = Zi/ sin(xt) f(t)dt. La transformée de Fourier d’une

0
fonction réelle paire est réelle alors que celle d’une fonction réelle impaire est imaginaire.
(8) Dérivation
T
(a) f’ étant intégrable sur R, donc / f'(t)dt = f(z) — f(0) admet une limite finie quad
0

x — +00, et donc Emf est finie, soit L cette limite, si L # 0 alors |f(z)| — |L| > %‘,
(e}

quand z — 400, or f est continue, donc un intervalle [A, +o0o[ sur lequel |f] > ‘é—l, or
f est intégrable sur [A, +oo[, donc le fonction constante % le sera aussi, ce qui n’est pas

le cas, donc L = Rmf =0, et de méme on montre que lim f =0 .
o0 —0o0
(b) f’ étant une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc admet une trans-

formée de Fourrier, définie par la relation : Vx € R :  f/(z) = / e (t)dt =

e ()] i / et (it = inf(e), done Flz) = fff)

. tend vers 0 en +o0,
oo
— 0o

car f’ est bornée en utilisant la question II.1.a pour la fonction f’.

(c) Le fait que lapplication g : t — tf(t) est intégrable sur R nous permet d’affirmer que ]?

est de classe C! sur R et de dériver sous le signe intégral ; avec :

Vz € R, (f) (z) = —i / T ity F()dt = —ig(x).

—00

FIN DE LEPREUVE

FIN
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B) 1) f(z,t) = g(z)h(t), alors, comme h et g sont de classe C? sur R, f est
de classe C? sur R? et on a , pour tout (z,t) € R* :

P @t =g @h) et L@ =gl

Comme ¢” = \g et h” = Ac*h, on a , en remplacant :

0 f 102 f
@(%t) — C—Qw(%f) =0

Donc f est une solution de (I)
2) Réciproquement, si g, h € C*(R) tel que (x,t) — g(x)h(t) est une solution
de (I) non identiquement nulle, posons pour tout (z,t) € R? :

f(z,t) = g(x)h(t)

Alors 3(x0,t0) € R*  f(wo,t9) # 0, donc g(xg) # 0 et h(ty) # 0.
Comme f est une solution de (1), on a :

V(z,t) € R* g¢"(2)h(t) — —g(x)h"(t) =0
En particulier on a :
(1) YeeR ¢'@)hlto) = 5g()h" (to)
(2) VteR g"(zo)h(t) = C—Qg(ivo)h”(t)
(3) ¢ (wo)hlto) = (o)A (to)

1 A"(t

— (to) et N =¢2
C h(to) g(l'o)
N = ¢®)\ et par suite on a d’aprés (1) et (2) :

Si on pose A = on a d’aprés (3) la relation :

3) a) L’équation y" = uy :
Si = 0, équation s’écrit : 4" = 0 , donc les solutions sont définies sur R
par : y(t) = at + 3 avec (a, 3) € R?
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